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DS 1-1 chapitre 1 suites (90mn)

(7 points )

1
Soit la suite (u,) définie sur N par ug = —2 et u, 1 = §u” +4

1. calculer u; puis us

@ Solution:

En prenant n = 0 dans la relation w,; = §u” +4,0n a:
1 —2 10

Uy 3UO + 3 + 3

En prenant n = 1 dans la relation u,; = gun +4,0on a:
1 10 46

U2 3U1 + 9 + 9
10 " 46

U = — et ug = —

T3
2. Tracer dans le méme repere les droites d’équations y = x et y = gx + 4 puis représenter

graphiquement les cinq premiers termes de la suites (u,,)

@& Solution:

Pour obtenir u; avec le graphique, il suffit de placer ug sur le graphique et %uo +4=wu

donc uy est I'image de uy par la fonction affine f dont la représentation graphique est la
droite d’équation y = %x +4

De méme, pour obtenir uy, il suffit de placer wy sur 1'axe des abscisses (avec la droite
d’équation y = x) puis on obtient us avec la droite équation y = %x +4 soit ug = f(u1) et ainsi

de suite....
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i f . ' =

ua

T2 t =
-1 ] 1 ta ta Ta |- thy 14 7 :o

(1] 1 | |

Il semble que (u,) soit croissante et que lim u, =6
n—+oo

3. Pour tout n € N, on pose v,, = u,, — 6

Montrer que (v,) est géométrique et préciser sa raison et son premier terme.

@& Solution:

Un+1 = Un4+1 — 6

1 1
= —u, +4—6 (car up41 = -u, +4)
L;) 3
= Uy — 2
3
1
= §<u” — 6) (on factorise par le coefficient de u,, ici §>

1
= —'Un

3
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(v,) est une suite géométrique de premier terme vy = uyg — 6 = —2 — 6 = —8 et de raison ¢ =

W =

4. En déduire 'expression de v,, en fonction de n puis celle de u,, en fonction de n

@ Solution:

1

(v,) est une suite géométrique de premier terme vy = —8 et de raison ¢ = 3
1\" -8
donc v, = vy X ¢" = —8 X (g) =30
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)y = —
3n

Up = Uy — 6

—8
doncun:vn+6:3—n+6

—8
n — S 6
U 3n+

5. Démontrer les variations de (u,) conjecturées a la question 2.

@ Solution:

Un:?)—n+6etun+1:w+6
un+1_u”:3n+1+6_{3—n+61
:3n+1+6+3_n_6
-8 8
T gntl | 3n
=8 _|_3><8
_3n+1 3% 3n
-8+ 24
:3n—t1(eneffet3"><3:3n><31:3n+l)
16
3n+1

3" > 0 donc Uy — up >0

(uy,) est strictement croissante.

6. Déterminer la limite de (u,,).

@ Solution:

1
(v,) est une suite géométrique de premier terme vy = —8 et de raison ¢ = 3
La raison appartient & l'intervalle | — 1;1[ donc lim v, =0
n—-+o0o

Et pour tout entier naturel n, on a u,, = v, + 6

donc par somme lim wu, =0
n—-4o00

(6 points )

On consideére la suite numérique (u, ) définie sur N par ug = a, et pour tout entier n, w, 1 = u,(1—u,)

ol a est un réel donné tel que 0 < a < 1.
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1. Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 < u, < 1.

@& Solution:

Pour tout entier naturel n, on peut noter P, la propriété 0 < u,, < 1.

- Initialisation

0 < ug < 1 donc P, est vraie.

- Hérédité

On suppose qu'il existe un entier naturel n tel que 0 < u,, < 1 (propriété P,).

0 < u, < 1donc 0> —u, > —1 Alinégalité change de sens en multipliant les 3 membres
par —1

doncl1>1—-wu, >0

Onal>uwu,>0

On peut donc multiplier membre a membre ces deux inégalités et donc 1 > u,(1 —u,) >0

donc P,y est vraie.

On a donc montré par récurrence que la propriété P, est vraie pour tout entier naturel n.

0 < u, < 1 pour tout entier naturel n.

2. Montrer que la suite (u,,) est décroi=sante

@& Solution:

Pour tout entier naturel n, on a :

2

Up4+1 — Up = un(l - un) — Up = u’l’b<1 — Up — 1) = T,

donc w11 —u, <0

et la suite (u,) est donc décroissante.

3. La suite (uy,) est-elle convergente ?

@& Solution:

(uy,) est décroissante et minorée par 0 puisque 0 < u,, < 0

donc (u,,) est convergente.

(7 points )

1
Soit (u,) définie pour n € N par , ug = 1 et, pour tout n > 0, u, 1 = 1ot (20 — uy,).
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1. Soit f la fonction définie sur [0;20] par f(z) = 1—0$(20 —x).

a) Dresser le tableau de variation de f sur [0;20].

@ Solution:

[ est dérivable sur [0;20] (produit de fonctions dérivables sur [0;20])

Fa) = (20— ) 20— &
AT ST
2x

li
—9_ =
floy=2-2
_o9_ %
B 5
_IO—x
5

x €[0;20] donc 10 —z > 0 <= 10 > =

et donc f'(z) > 0 sur [0; 10].

donc f est croissante sur [0; 10] et décroissante sur [10; 20].

T 0 10 20

f'(x) 0 -
0

1
flz] S ™
0 ([

)

102
02 20?2

b) En déduire un encadrement de f(z) pour z € [0 ; 20].

@ Solution:

D’apres le tableau de variation de f, le minimum de f sur [0;20] est 0 et le maximum 10

donc 0 < f(z) <10

2. Montrer par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < u,p1 < 10.

@& Solution:

On note P, la propriété 0 < u, < u,y1 < 10.
- Initilisation

19

10

donc 0 < 1y < uy < 10 soit Py vraie.

1
uozletulzﬁuo(%—uo):
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v

-Hérédité

on suppose qu’il existe un entier n tel que 0 < u,, < u,11 < 10
f

f est croissante sur [0;10] donc f(0) < f(u,) <

f(10) =10
1
Or upi1 = 1ot (20 — uy) = f(uy)
et Upqo = l—oun+1 (20 — upt1) = f(tUnt1)

(unt1) < f(10) (E) avec f(0) = 0 et

donc on a d’apres (E) : 0 < upiq < uppo < 10 soit P, vraie.

On a donc montré par récurrence que P, est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout entier n naturel, on a 0 < u,, < u,; < 10.

3. Montrer que la suite (u,),,, est convergente et déterminer sa limite.

@& Solution:

Pour tout entier naturel n, on a u, < u,,; donc la suite (u,) est croissante.

On a aussi u, < 10 done (u,) est majorée par 10.

La suite (u,) est donc croissante et majorée par 10

donc (u,,) est convergente.

On a u,1 = f(u,) donc si on note [ la limite de la suite (u,), on a f(I) =1

f(l):l:»%z@o—z):z
(20 — 1) = 101
< 200 — I> =101
<~ 100-1*=0
<~ (10-1)=0
<~ 1=00ul0—101=0
< 1=0o0ul=10

(uy,) est croissante et uy = 1 donc [ = 10

lim u, =10
n—-+oo
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